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Abstrak. Kesetaraan dalam pendidikan merupakan elemen penting dari 
beberapa standar visi NCTM dalam pendidikan matematika. Kesetaraan 
yang dimaksud, tidak berarti bahwa setiap siswa harus menerima 
pembelajaran yang identik dari guru; sebaliknya, menuntut sebuah 
pembelajaran yang mengakomodasi sebuah akses dalam mencapai 
kemampuan setiap siswa. Selain itu, NCTM juga mengemukakan bahwa 
dalam pembelajaran matematika terdapat lima standar proses yang harus 
terpenuhi, yakni problem solving, reasoning and proof, connections, 
communication, dan representation. Sementara itu, kemampuan problem 
solving yang dimiliki oleh seseorang akan mempengaruhi pada fleksibilitas 
proses berpikir mereka. Proses berpikir yang dimaksud dapat berupa 
proses dinamik yang memuat kompleksitas ide–ide matematik yang 
dimiliki serta dapat mengekspansi pemahaman tentang matematika yang 
disebut sebagai mathematical thinking. Dengan demikian, diperlukan sebuah 
model pembelajaran yang dapat berfungsi sebagai alat pedagogis guru, 
baik sebelum, selama dan setelah pembelajaran, terutama dalam 
membangun mathematical thinking siswa. Kerangka Comprehensive 
Mathematics Instruction (CMI) merupakan sebuah kerangka prinsip – 
prinsip praktek pembelajaran yang bertujuan untuk menciptakan 
pengalaman matematika yang seimbang, sehingga siswa dapat memiliki 
pemikiran dan pemahaman matematika secara mendalam, kerangka CMI 
memiliki semua kriteria sebuah model pembelajaran. Adapun syntax untuk 
model CMI terdiri dari develop, solidify dan practice. Dalam penerapannya, 
setiap syntax tersebut meliputi tiga tahapan, yakni tujuan (purpose), peran 
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guru (teacher role) dan peran siswa (student role). Berdasarkan hasil analisis 
eksploratif yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa model 
pembelajaran CMI ini dapat menjadi sebuah alat pedagogis yang baru bagi 
guru yang dapat digunakan, baik sebelum, selama dan setelah 
pembelajaran dalam membangun kemampuan mathematical thinking siswa.   
 
Kata Kunci: Comprehensive Mathematics Instruction, Mathematical Thinking. 
 
1. Pendahuluan  
Kesetaraan dalam pendidikan merupakan elemen penting dari beberapa 
standar visi NCTM (2000) dalam pendidikan matematika. Setiap siswa, 
terlepas dari karakteristik pribadi mereka, latar belakang, maupun fisik, 
harus memiliki kesempatan untuk belajar serta dukungan dalam 
pembelajaran matematika. Kesetaraan yang dimaksud, tidak berarti bahwa 
setiap siswa harus menerima pembelajaran yang identik dari guru; 
sebaliknya, menuntut sebuah pembelajaran yang mengakomodasi sebuah 
akses dalam mencapai kemampuan setiap siswa. Seorang guru, idealnya 
tidak hanya melakukan apa yang ada di rencana pembelajaran yang telah 
dibuat sebelumnya, akan tetapi, harus juga mampu memodifikasi serta 
menilai sebuah proses pembelajaran di saat pembelajaran tersebut sedang 
berlangsung, agar tercapai sebuah hasil yang diinginkan (Hendrickson, 
Hilton, & Bahr, 2009). Fennema, et.al. (dalam Twitchell, 2014) menyatakan 
bahwa, perubahan dalam pelaksanaan pembelajaran secara langsung terkait 
dengan perubahan prestasi siswa. Perubahan sikap guru menjadi positif juga 
akan meningkatkan kepercayaan diri pada siswa akibatnya kemampuan 
berpikir siswa juga diharapkan akan meningkat. 
NCTM (2000) juga mengemukakan bahwa terdapat lima standar proses 
dalam pembelajaran matematika yakni problem solving, reasoning and proof, 
connections, communication,dan representation. Problem solving merupakan 
salah satu standar yang harus ada dalam proses pembelajaran matematika, 
Tall (2009) mengatakan bahwa timbulnya problem solving dikarenakan 
ketidakcukupan struktur pengetahuan seseorang untuk mengenali masalah 
yang ada, atau jika kita sudah mengenali masalah tersebut, maka proses 
problem solving adalah bagaimana membuat koneksi untuk menyelesaikan 
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masalah tersebut. Sementara itu, Stacey (2006) mengemukakan bahwa ketika 
seseorang akan menyelesaikan sebuah masalah dengan menggunakan 
matematika, maka mereka akan membutuhkan kemampuan mathematical 
thinking dalam proses penyelesaiannya. Pada dasarnya mathematical thinking 
adalah sebuah proses dinamik yang dapat menambah kompleksitas ide – ide 
matematik yang kita miliki serta dapat mengekspansi pemahaman kita 
tentang matematika. Stacey (2006) juga mengemukakan bahwa mathematical 
thinking merupakan kemampuan yang dapat mendukung dalam penguasaan 
ilmu – ilmu lainnya di luar matematika, seperti sains, teknologi, ekonomi 
bahkan beberapa pengembangan dalam bidang ekonomi. Dengan demikian, 
penting bagi siswa untuk membangun kemampuan mathematical thinking 
dalam setiap proses pembelajaran matematika. 
Di lain pihak, mayoritas guru matematika masih belum dapat 
mengimplementasikan bahkan memahami mengenai standar yang 
ditetapkan oleh NCTM (2000).  Pada tahun 1999, Chazan dan Ball (dalam  
Hendrickson, Hilton, & Bahr, 2008) menyatakan  kekecawaannya pada 
wacana pendidikan matematika saat ini, mengenai peran guru dalam  
pembelajaran diskusi intensif. Mereka berpendapat bahwa guru sering 
dibiarkan mengajar tanpa kerangka kerja pedagogis yang konstruktif. Di lain 
pihak, standar NCTM telah merekomendasikan suatu visi serta sejumlah 
ekspektasi dalam reformasi pembelajaran matematika, akan tetapi, terjadi 
NCTM tidak memberikan rekomendasi mengenai preskriptif pedagoginya 
akibatnya guru menjadi bekerja tanpa arah yang jelas. 
Kerangka Comprehensive Mathematics Instruction (CMI) merupakan sebuah 
kerangka prinsip – prinsip praktek pembelajaran yang didasarkan untuk 
menciptakan pengalaman matematika yang seimbang, sehingga dapat 
menyebabkan siswa memiliki pemikiran dan pemahaman matematika secara 
mendalam. Salah satu tujuan dari CMI adalah untuk membuat interkoneksi 
antara mengajar dan belajar sehingga dapat membantu guru dalam 
memberikan pemahaman matematika yang mendalam kepada siswanya. 
Selain itu, CMI juga dapat membantu guru untuk menerjemahkan visi serta 
teori dalam matematika. Sebelum mengajar, CMI menyediakan kerangka 
perencanaan untuk merancang pelajaran dalam memenuhi tujuan yang 
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dimaksud serta hasil belajar yang diinginkan. Selama pembelajaran 
berlangsung, CMI menyediakan akses bagi guru untuk mengamati setiap 
kejadian yang terjadi secara spontan serta menyediakan sarana untuk 
menganalisis ide-ide yang muncul di dalam kelas sehingga dapat 
merencanakan tanggapan yang produktif serta tepat. Ketika akhir 
pembelajaran, kerangka ini menciptakan peluang untuk refleksi dengan 
menyediakan cermin yang akan digunakan untuk mengevaluasi 
pembelajaran. Dilain pihak, Joyce & Weil (1980) mengemukakan bahwa 
suatu rencana atau pola yang dapat digunakan untuk membentuk rencana 
pembelajaran jangka panjang, merancang bahan – bahan pembelajaran dan 
membimbing pembelajaran di kelas atau yang lainnya disebut sebagai model 
pembelajaran. Model pembelajaran disusun berdasarkan prinsip – prinsip 
pedagogis, teori – teori psikologis, sosiologis atau teori – teori lainnya, selain 
itu, model pembelajaran juga harus memiliki tujuan pendidikan tertentu 
serta dapat dijadikan pedoman untuk perbaikan kegiatan belajar mengajar di 
kelas. 
Dengan demikian, diperlukan sebuah model pembelajaran yang dapat 
berfungsi sebagai alat pedagogis guru, baik sebelum, selama dan setelah 
pembelajaran terutama dalam membangun kemampuan mathematical 
thinking siswa. Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan kerangka 
Comprehensive Mathematics Instruction (CMI) menjadi suatu model 
pembelajaran yang dapat membangun kemampuan mathematical thinking 
siswa. 
2. Hasil Kajian dan Pembahasan 
Hasil dari penelitian ini akan diuraikan dalam beberapa bagian yang disusun 
berdasarkan rumusan masalah serta tujuan penelitian yang diajukan. 
Bagian-bagian ini akan membahas mengenai keterkaitan antara variable-
variabel yang diteliti. 
2.1. Kerangka Comprehensive Mathematics Intsruction (CMI) dalam 
Pembelajaran Matematika 
Menurut Hendrickson, Hilton, & Bahr (2008), kerangka Comprehensive 
Mathematics Intsruction (CMI) dirancang untuk memberikan akses dalam 
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mereformasi strategi pedagogis bagi guru matematika. Selain itu, CMI juga 
dirancang untuk menjembatani kesenjangan antara strategi pedagogis dari 
pembelajaran tradisional dan pembelajaran berbasis reformasi yang 
direkomendasikan NCTM. CMI dikembangkan selama beberapa tahun, serta 
merupakan upaya kolaborasi antara dosen dari empat departemen 
(Pendidikan Kepemimpinan, Matematika, Pendidikan Matematika, dan 
Pendidikan Guru) di Universitas Brigham Young dan lima sekolah di sekitar 
distrik Utah. Kerangka CMI merupakan sebuah struktur dimana guru dapat 
membuat sebuah keputusan intsruksional dan merencanakan pembelajaran 
yang akan digunakan dalam mengefektifkan proses mengajar dan 
pembelajaran siswa, kerangka CMI merekomendasikan pembelajaran 
matematika yang interaktif. Pembelajaran matematika di kelas haruslah 
dibangun secara interaktif, karena Cohen, Raudenbush, & Ball (dalam 
Strand, 2016) memberikan konseptualisasi pembelajaran matematika sebagai 
interaksi antara guru, siswa, dan/atau konten matematika. Dalam sebuah 
pembelajaran matematika, idealnya harus terjadi suatu interkasi baik antara 
siswa dengan siswa, siswa dengan guru, siswa dengan konten matematika 
maupun guru dengan konten matematika. Berikut ini bagan konseptualisasi 
pembelajaran matematika menurut Cohen, Raudenbush, & Ball (dalam 











Gambar 1. Pembelajaran Sebagai Interaksi 
Sumber: Strand (2016) 
Kerangka CMI menurut Hendrickson, Hilton, & Bahr (2008) terdiri dari tiga 
komponen utama, yakni: Teaching Cycle, Learning Cycle, Continuum of 
Mathematical Understanding. Berikut ini ulasan masing – masing komponen 
dalam kerangka CMI: 
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2.1.1. Komponen Teaching Cycle  
Pada prinsipnya, komponen teaching cycle dalam pembelajaran matematika 
merupakan suatu siklus yang ada dalam pembelajaran tradisional, seperti  
mereview pekerjaan rumah (Launch), memperkenalkan materi serta prosedur 
baru dan memberikan contoh soal yang tepat (Explore), kemudian siswa 
belajar mandiri untuk berlatih mengerjakan sebuah prosedur yang baru 
(Discuss), sehingga komponen teaching cycle bukan merupakan sebuah 
strategi pedagogi baru.  
Model pembelajaran Connected Mathematics Project yang diteliti oleh Lappan, 
et. al. (dalam Hendrickson, Hilton, & Bahr, 2008), juga telah menggunakan 
teaching cycle dalam pembelajarannya, hanya saja istilahnya yang sedikit 
berbeda dengan yang digunakan dalam kerangka CMI, yakni Launch, 
Explore, Summarize dalam sintaks pembelajarannya. Banyak model 
pembelajaran yang secara tidak langsung mengakomodir teaching cycle 
dalam pelaksanaannya, bahkan, keberhasilan pembelajaran yang berbasis 
inkuiri pun, menurut Hendrickson, Hilton, & Bahr (2008), tidak lepas dari 
penggunaan komponen teaching cycle dalam sintaknya, yang dimulai dengan 
melibatkan siswa dalam tugas matematik (Launch), menyediakan waktu 
untuk siswa mencoba memecahkan tugas matematik tersebut (Explore), dan 
diakhiri dengan diskusi kelas dimana gagasan siswa diperiksa dan 
dieksplorasi untuk memberikan kesempatan siswa dalam menemukan 
gagasan  yang potensial (Discuss).  
Berdasarkan hasil survey, juga diperoleh bahwa pada setiap pembelajaran, 
secara tanpa sadar, guru selalu menggunakan teaching cycle dalam kegiatan 
belajar mengajar. Pada kegiatan ketika guru memberikan apersepsi di awal 
pembelajaran, guru telah menyediakan suatu fasilitas agar siswa dapat 
mengakses pengetahuan awal tentang materi yang akan diajarkan, dalam 
teaching cycle, proses ini termasuk ke dalam tahap launch. Kemudian, ketika 
guru memberikan soal – soal untuk diselesaikan oleh siswa baik secara 
mandiri maupun kelompok, maka guru telah memfasilitasi untuk 
mengeksplorasi pengetahuan mereka tentang materi yang diberikan, maka 
dalam teaching cycle, proses ini termasuk ke dalam tahap explore. Untuk 
memeriksa kebenaran jawaban dari soal yang diberikan, guru akan 
mempersilahkan siswa untuk mempresentasikan kepada teman – temannya 
tentang jawaban yang telah mereka peroleh, sementara itu, teman – 
temannya yang lain akan mulai mengkritisi tentang jawaban yang diberikan, 
pada proses ini, guru memfasilitasi agar diskusi mengarah pada jawaban 
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yang sebenarnya. Proses demikian tadi, merupakan tahap discuss dalam 
komponen teaching cycle. Dengan demikian, komponen ini memang benar, 









Gambar 2. Teaching Cycle 
Sumber: Hendrickson, Hilton, & Bahr (2008) 
2.1.2. Komponen Learning Cycle  
Pembelajaran matematika yang berlangsung di kelas sebaiknya, mengikuti 
tahapan yang ada dalam komponen  Learning Cycle, tahapan yang dimaksud, 
yakni, pertama adalah, tahapan mengenai bagaimana mengarahkan cara 
berpikir siswa agar sesuai dengan tujuan dari materi matematika yang 
dipilih (Develop Understanding), kemudian meluas dan menguat pada 
bagaimana mengarahkan siswa agar berpikir dengan benar dan relevan 
tentang materi tersebut (Solidify Understanding), dan pada akhirnya 
mengarahkan siswa, agar mulai menyaring hasil pemikiran mereka dalam 
rangka memperoleh kesesuaian pemikiran dengan teman – temannya baik 
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Gambar 3. Learning Cycle  
Sumber: Hendrickson, Hilton, & Bahr (2008) 
Learning Cycle merupakan komponen unik yang hanya ada dalam 
kerangka CMI. Komponen ini menunjukkan mengenai bagaimana 
mengembangkan kemampuan siswa dalam memahami materi matematika 
serta bagaimana membimbing siswa untuk memperoleh pemahaman 
tersebut. Hal ini sangat penting untuk disadari bahwa Learning Cycle dapat 
mempengaruhi serta dapat memodifikasi siklus Launch, Explore dan Discuss 
pada Teaching  Cycle. Sebagai contoh, pada proses Launch, ketika tahap 
Develop Understanding berlangsung, siswa terlibat dalam tugas open ended 
yang dirancang untuk memperoleh berbagai alternatif strategi dalam 
memecahkan masalah; sedangkan, masih pada proses Launch, ketika tahap 
solidify understanding berlangsung, serangkaian masalah justru dirancang 
guru untuk memperoleh dan menentukan suatu strategi tertentu. 
2.1.3. Komponen Continuum of Mathematical Understanding 
Proses pembentukan kemampuan pemahaman matematik dalam setiap 
tahapan di komponen learning cycle (develop, solidify, practice), sekurang – 
kurangnya meliputi tiga indikator yang saling terkoneksikan, yakni: mampu 
membuat konseptualisasi matematik, doing mathematics, dan representasi 
matematik. Proses pembentukan pemahaman matematik akan berlangsung 
secara terus-menerus pada sepanjang garis kontinum dalam learning cycle 
(develop, solidify, practice), dengan memperhatikan tiga indikator di atas, 
sehingga setiap perkembangannya akan saling terkait dengan masing-
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Gambaran psikologis siswa terhadap pemahaman matematik akan terlihat 
lemah pada masa awal pembelajaran, soal – soal/ tugas – tugas matematika 
yang dimunculkan pada masa ini didesain untuk menstimulasi ide – ide, 
strategi dan representasi (Develop Understanding). Setiap ide, strategi dan 
representasi ini, kemudian akan dikoreksi untuk melihat ketepatan dan 
kelengkapannya, serta diperluas dan dikoneksikan dengan beberapa materi 
terkait, melalui pemberian stimulant atau pengalaman pada siswa sehingga  
ide – ide, strategi dan representasi yang telah mereka dapatkan sebelumnya 
menjadi lebih nyata, kuat dan bermakna (Solidify Understanding). Dalam 
kerangka CMI, ide-ide yang telah menjadi lebih kuat dan tegas disebut 
konsep; strategi yang kuat menjadi algoritma; dan representasi yang 
bermakna menjadi alat. Meskipun kemampuan pemahaman telah 
dikembangkan dan dikuatkan, akan tetapi, tetap masih perlu perbaikan lebih 
lanjut untuk menjadi mencapai kemahiran (Practice Understanding). Dalam 
kerangka CMI, ide yang telah disempurnakan akan berkembang menjadi 
definisi atau properti; algoritma yang tepat berkembang menjadi prosedur; 
dan alat-alat yang telah disempurnakan berkembang menjadi sebuah model 
matematik. Definisi dan sifat, prosedur, dan model yang telah diperoleh, 
kemudian harus disesuaikan dengan hasil – hasil pemikiran yang dilakukan 
oleh teman – temannya, melalui kegiatan diskusi, sehingga setaip siswa 
memperoleh keyakinan bahwa proses pemikiran mereka telah tepat. Pada 
komponen Continuum of Mathematical Understanding ini, proses – proses 
konseptualisasi matematik, doing mathematics dan representasi matematik 
berlangsung pada sepanjang garis kontinum, seperti tergambar pada gambar 
4 di bawah, dengan demikian, diharapkan tujuan pembelajaran matematika 












Gambar 4. The Continuum Of Mathematical Understanding  
Sumber: Hendrickson, Hilton, & Bahr (2008) 
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Prosedur  
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2.2. Kerangka Comprehensive Mathematics Intsruction (CMI) Sebagai 
Model Pembelajaran 
Pada kerangka CMI, setiap proses yang berlangsung dalam learning cycle 
selalu diiringi dengan komponen teaching cycle (launch, explore dan discuss). 
Komponen teaching cycle sendiri, meliputi tiga unsur, yakni : tujuan, peran 
guru, dan peran siswa, selanjutnya, setiap unsur tersebut, pada setiap 
pelaksanaan pembelajarannya dapat dimodifikasi disesuaikan dengan 
kondisi proses dari Learning Cycle yang akan dilakukan. Ketika 
merencanakan proses Develop Understanding pada sebuah pembelajaran, 
guru harus mengidentifikasi tujuan pembelajaran matematika untuk materi 
yang akan diajarkan, disesuaikan dengan standar negara atau nasional, serta 
memilih atau merancang suatu tugas yang sesuai tujuan pembelajarannya. 
Guru juga harus mengantisipasi berbagai kemungkinan pemikiran yang 
dihasilkan siswa selama pembelajaran, antisipasi tersebut dimaksudkan 
untuk : 1) mempersiapkan kemungkinan pertanyaan yang akan muncul saat 
siswa mengeksplorasi dan berdiskusi mengenai materi atau soal yang 
dikerjakan selama proses launch berlangsung, dan 2) merencanakan struktur 
kelompok yang akan dibentuk serta arah diskusi kelompok secara 
keseluruhan selama tahap discuss. Dengan demikian, ketika merencanakan 
pembelajaran, guru juga harus menentukan mengenai sistem kerja siswa 
(baik secara individu, pasangan, atau kelompok-kelompok kecil) dengan 
baik, sehingga selama proses explore berlangsung, diskusi akan mengarah 
pada tujuan pembelajaran matematika yang telah ditetapkan.  
Dalam sebuah pembelajaran, selama proses launch berlangsung, guru 
menstimulasi pengetahuan awal siswa serta menjelaskan rincian pekerjaan 
yang akan dilakukan oleh siswa, kemudian, pada proses explore, guru 
memfasilitasi eksplorasi dan diskusi siswa dengan mengajukan pertanyaan 
atau soal agar siswa termotivasi untuk mengeksplorasi materi, sehingga 
siswa dapat dengan berpikir matematik secara tepat dan mendalam. Selain 
itu, selama proses explore, guru juga mulai menilai pekerjaan siswa dalam 
memilih ide, strategi dan/ atau representasi yang digunakan selama proses 
discuss secara formatif. Pemilihan ide, strategi dan/ atau representasi ini 
mungkin saja tidak tepat, hal ini terjadi, karena adanya miskonsepsi antara 
siswa di dalam kelas. Tujuan dari proses discuss adalah untuk 
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mengembangkan pemahaman siswa terhadap ide – ide yang muncul, 
strategi dan representasi siswa melalui proses mengkomunikasikan, 
menjelaskan dan mempertahankan pemikiran mereka sendiri dengan 
pemikiran teman – temannya. Selama proses ini guru memandu diskusi agar 
tetap relevan dengan tujuan pembelajaran matematika. 
Dalam kaitannya dengan model pembelajaran, Joyce & Weil (1980) 
mendefinisikan model pembelajaran sebagai kerangka konseptual yang 
digunakan sebagai pedoman dalam melakukan pembelajaran. Dengan 
demikian, model pembelajaran merupakan kerangka konseptual yang 
melukiskan prosedur yang sistematis dalam mengorganisasikan pengalaman 
belajar untuk mencapai tujuan belajar. Jadi, model pembelajaran cenderung 
preskriptif, yang relatif sulit dibedakan dengan strategi pembelajaran. Selain 
memperhatikan rasional teoretik, tujuan, dan hasil yang ingin dicapai, model 
pembelajaran memiliki lima unsur dasar (Joyce & Weil (1980), yaitu (1) 
syntax , yaitu langkah-langkah operasional pembelajaran, (2) social system, 
adalah suasana dan norma yang berlaku dalam pembelajaran, (3) principles of 
reaction, menggambarkan bagaimana seharusnya guru memandang, 
memperlakukan, dan merespon siswa, (4) support system, segala sarana, 
bahan, alat, atau lingkungan belajar yang mendukung pembelajaran, dan (5) 
instructional dan nurturant effects, hasil belajar yang diperoleh langsung 
berdasarkan tujuan yang disasar (instructional effects) dan hasil belajar di luar 
yang disasar (nurturant effects). 
Berdasarkan definisi dan ciri model pembelajaran yang dikemukakan oleh 
Joyce & Weil (1980) tersebut, maka Syntax dalam kerangka CMI adalah 
proses – proses yang ada dalam learning cycle yakni develop, solidify dan 
practice, setiap tahapan tersebut memuat komponen : tujuan, peran guru dan 
peran siswa. Berikut ini adalah syntax model CMI yang diusulkan oleh 
Seeley (2011) dalam kaitannya dengan pencapaian kemampuan dalam 
pembelajaran matematika yang direkomendasikan oleh NCTM (2000), yakni 
Problem solving, reasoning and proofing dan modelling : 
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Gambar 5. Model Comprehensive Mathematics Intsruction (CMI) 
Sumber: Seeley (2011) 
 
Berdasarkan gambar 5, dapat dikatakan bahwa model CMI memberikan 
sebuah social system, yakni suasana pembelajaran yang mengatur bagaimana 
seharusnya guru dapat membuat sebuah keputusan intsruksional dan 
merencanakan pembelajaran yang akan digunakan dalam mengefektifkan 
proses mengajar dan pembelajaran siswanya, sehingga guru memperoleh 
sebuah preskripsi pedagogis untuk kegiatan sebelum, selama bahkan setelah 
pembelajaran. Model ini juga memiliki unsur principles of reaction, karena 
model ini secara rinci bagaimana peran guru dalam sebuah pembelajaran. 
Unsur support system dapat terwujud dengan baik, karena pada model ini 
guru berperan untuk mengarahkan siswa sehingga siswa dapat memperoleh 
bahan belajar yang baik. Pada model ini guru memiliki peran untuk 
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membangun serta mengembangkan suatu ide, strategi dan representasi 
matematik siswa, sehingga model ini memiliki suatu instructional dan 
nurturant effects berupa pengembangan ide, strategi dan representasi menjadi 
suatu konsep, algoritma dan model.  Dengan demikian, kerangka CMI 
merupakan sebuah alternatif model yang dapat digunakan dalam 
pembelajaran matematika. 
2.3. Relevansi Model Comprehensive Mathematics Intsruction (CMI) dalam 
Membangun Kemampuan Mathematical Thingking Siswa 
Mason dan Johnston-Wilder (dalam Ball, 2007) mengemukakan bahwa 
kemampuan matemathical thinking adalah sebuah proses dan aksi seorang 
matematikawan ketika mereka bekerja menangani masalah matematik yang 
meliputi mengambil contoh (exemplifying), mengelompokkan (specializing), 
melengkapi (completing), menghapus (deleting), memperbaiki (correcting), 
membandingkan (comparing), meringkas (sorting), mengolah (organizing), 
merubah (changing), membuat variasi (varying), membuat balikan (reversing), 
membuat alternatif (altering), menggeneralisasi (generalizing), membuat 
konjektur (conjecturing), menjelaskan (explaining), menjustifikasi (justifying), 
memverifikasi (verifying), meyakinkan (convincing), memberikan bantahan 
(refuting). Watson and Mason (dalam Ball, 2007) mengklasifikasikan ragam 
pertanyaan dalam pembelajaran yang dapat mengkonstruksi mathematical 
thinking siswa, sebagai berikut : 







 Memberikan satu 









contoh dari … 
 Apakah 












 Apa saja perbedaan 
dan persamaan dari 
… ? 
 Ringkaslah atau 
susunlah menurut 
… 
 Apakah benar atau 
tidak …? 
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contoh dari … 
 Apakah ada contoh 
khusus dari …? 
 Tolong ceritakan, 
ada apa dengan …? 










 Menggantikan suatu 
aspek untuk melihat 
akibatnya 
 Apa yang terjadi 
jika…? 
 Jika ini adalah 






 Kerjakan … dalam 
dua atau lebih cara. 
Mana cara yang 
paling cepat, 
mudah,…? 
 Ubahlah … dalam 
menjawab   





 Apa yang terjadi 
pada umumnya? 
 Apakah ini 
berlangsung dalam 
frekuensi yang 






… seringkas – 
ringkasnya 
 Apa yang dapat 
diubah dan apa 
yang bisa tetap ada 
sedemikian 
sehingga … masih 
tetap benar? 
 Jelaskan mengapa 
…? 





 Bagaimana bisa kita 
meyakini itu? 
 Jelaskan apa yang 
salah dengan …? 
 Apakah pernah 
salah bahwa …? 
 Bagaimana … 
digunakan dalam 
…? Jelaskan cara 
penggunaannya 
 Yakinkan bahwa… 
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Berdasarkan tabel 1 di atas, maka dapat dikatakan bahwa kemampuan 
mathematical thinking mencakup semua standar kemampuan yang 
direkomendasikan oleh NCTM dalam pembelajaran matematika, yakni 
problem solving, reasoning and proof, connections, communication,dan 
representation. Adapun indicator-indikator kemampuan yang 
direkomendasikan oleh NCTM dapat dilihat dalam tabel 2 berikut : 
Tabel 2. Indikator Standar NCTM 
 
Sumber: NCTM (2000: 402) 
Lebih ringkasnya, Mason, Burton dan Stacey (Stacey, 2006), mengemukakan 
bahwa terdapat 4 indikator yang paling mendasari terbentuknya 
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mathematical thinking, yakni: pertama specializing, specializing berarti 
memperhatikan kasus yang sederhana (lebih sedikit dimensinya, 
variabelnya, bilangannya) atau kasus khusus (misalkan beberapa bilangan 
adalah nol atau sebuah atau beberapa nilai yang dapat mengurangi 
kompleksitas). Specializing bukan untuk mencari sebuah jawaban, akan tetapi 
untuk melihat apa yang akan dilakukan jika menyelesaikannya dalam kasus 
khusus dengan tujuan untuk agar dapat dihubungkan ketika kasus tersebut 
digeneralisasikan menjadi kasus yang lebih besar. Specializing dapat 
dilakukan dengan cara : (1) acak, untuk memperoleh makna dari pertanyaan; 
(2) sistematis, untuk menyiapkan dasar dalam melakukan generalisasi; (3) 
cerdik, untuk menguji generalisasi. Jika indikator ini dikaitkan dengan 
definisi yang dikemukakan oleh Mason dan Johnston-Wilder (dalam Ball, 
2007) di atas, maka kegiatan specializing akan meliputi : mengambil contoh 
(exemplifying), mengelompokkan (specializing), melengkapi (completing), 
menghapus (deleting), memperbaiki (correcting), membandingkan 
(comparing), meringkas (sorting), mengolah (organizing), mengubah 
(changing), membuat variasi (varying), membuat balikan (reversing), dan 
membuat alternatif (altering). Kemudian, berdasarkan indicator standar 
NCTM tentang kemampuan problem solving, maka ketika siswa melakukan 
kegiatan – kegiatan specializing, pada saat itu pula kemampuan problem 
solving siswa akan terbangun. Selain itu , membuat variasi (varying) atau 
membuat alternatif (altering) suatu jawaban dengan representasi yang lain, 
maka secara tidak langsung akan membangun pula kemampuan 
communication dan representation siswa.  
Indikator kedua adalah generalizing, generalizing adalah proses dalam melihat 
seluruh kekhususan dengan mengabaikan setiap spesifikasinya, akan tetapi 
lebih menekankan pada mencari hubungan diantaranya. Terdapat dua 
generalisasi yakni empirical generalization dan structural generalization. 
Empirical generalization terjadi jika dilakukan pengamatan untuk mencari 
kesamaan pada banyak kasus, sedangkan structural generalization terjadi jika 
kita mengakui adanya hubungan dari satu atau dua saja. Generalizing berarti 
mendeteksi suatu pola dengan berdasar pada : (1) apa yang bisa dilihat dan 
sepertinya benar (konjektur); (2) mengapa itu sepertinya benar (justifikasi); 
(3) dimana hal tersebut bisa dilakukan sehingga sepertinya akan benar pula. 
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Jika dilihat berdasarkan klasifikasi  yang dikemukakan oleh Watson and 
Mason (dalam Ball, 2007)  dan indikator standar NCTM tentang kemampuan 
mathematical connections di atas, maka ketika siswa mampu melakukan 
generalizing, secara langsung, akan terbangun pula kemampuan mathematical 
connections nya. 
Ketiga conjecturing, conjecturing merupakan rekognisi dari proses generalizing 
yang terus berkembang, yang meliputi mengartikulasikan, menguji serta 
memodifikasi suatu konjektur.  Pada gambar 5, dapat dilihat bahwa proses 
dalam membuat suatu konjektur merupakan suatu siklus, sehingga 
konjektur hanya merupakan sebuah jawaban sementara dari suatu masalah. 
Keempat convincing, untuk menunjukan kebenaran dari suatu konjektur 
maka selanjutnya adalah convincing. Pada tahap ini, siswa perlu aktif dalam 
mencari bantahan akan konjektur yang telah dihasilkan sebelumnya. 
Terkadang siswa lebih mudah menemukan suatu konjektur dibandingkan 
memberikan alasan bahwa konjektur yang telah mereka temukan itu adalah 
benar.  
Setiap indikator yang ada dalam kemampuan mathematical thinking, menurut 
Mason (dalam Tall, 2009) sengaja tidak memunculkan kata proof/ proofing 
sebagaimana yang direkomendasikan dalam NCTM, karena siswa sering 
merasa cemas terlebih dahulu ketika diminta untuk membuktikan/ proofing 
suatu pernyataan. Akan tetapi, menurut Tall (2009) proses convincing dalam 
mathematical thinking setara dengan reasoning and proofing yang 
direkomendasikan oleh NCTM. Dengan demikian, ketika kemampuan 
mathematical thinking siswa terbangun dalam sebuah pembelajaran, maka 
akan terbangun pula lima standar  kemampuan yang direkomendasikan oleh 
NCTM yakni problem solving, reasoning and proof, connections, 
communication,dan representation. 
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Gambar 6. Proses Conjecturing 
Sumber: Mason, Burton & Stacey (2010) 
Berdasarkan uraian di atas, maka kemampuan mathematical thinking 
merupakan kemampuan siswa dalam mengambil contoh (exemplifying), 
mengelompokkan (specializing), melengkapi (completing), menghapus 
(deleting), memperbaiki(correcting), membandingkan (comparing), meringkas 
(sorting), mengolah (organizing), merubah (changing), membuat variasi 
(varying), membuat balikan (reversing), membuat alternatif (altering), 
menggeneralisasi (generalizing), membuat konjektur (conjecturing), 
menjelaskan (explaining), menjustifikasi (justifying), memverifikasi (verifying), 
meyakinkan (convincing), memberikan bantahan (refuting) ketika mereka 
diberikan tugas/ soal matematik. Adapun indikator dari kemampuan ini 
adalah Specializing, yakni mencoba beberapa soal, dengan melihat contoh; 
Generalizing, yakni mencari pola dan hubungan; Conjecturing, yakni 
memprediksi hubungan dan hasil; dan Convincing, yakni menemukan dan 
mengkomunikasikan alasan mengapa ‘sesuatu itu’ benar. 
Di lain pihak, model Comprehensive Mathematics Instruction (CMI), 
merupakan suatu model pembelajaran yang mengakomodasi tiga tahapan 
yakni develop, solidify dan practice. Pada tahapan develop, salah satu peran 
guru adalah menyediakan soal/ tugas matematik yang bentuknya open ended, 
sehingga siswa dapat memberikan jawaban dengan beberapa cara 
penyelesaian, dalam hal ini, dapat dikatakan pula, bahwa siswa mulai dilatih 
untuk membuat spesialisasi/ membuat contoh sederhana dari soal/ tugas 
yang telah diberikan. Sementara itu, peran siswa pada tahap ini, diantaranya 
adalah memperhatikan suatu pola dari soal/ tugas yang diberikan guru, atau 
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dengan kata lain siswa dilatih untuk membuat sebuah generalisasi dari soal/ 
tugas yang diberikan. Masih pada tahap develop, dari sebuah generalisasi 
yang diperoleh, siswa juga memiliki peran untuk membuat suatu konjektur. 
Dengan demikian, pada tahap ini juga siswa mulai melakukan conjecturing 
dalam mathematical thinking. Konjektur yang telah ada, kemudian 
disempurnakan secara terus menerus pada tahap solidify, sehingga pada 
tahap ini, mereka mulai memiliki argumen yang kuat tentang konjektur yang 
telah mereka buat sebelumnya, selain itu, mereka juga mulai mengkritisi 
argumen yang dikemukakan oleh teman – temannya di kelas. Ini berarti, 
mereka sudah mulai melakukan convincing, mereka mencoba untuk 
meyakinkan dirinya sendiri, orang lain bahkan guru tentang ide, strategi, 
dan/atau representasi yang mereka peroleh. Dengan demikian, dapat 
disimpulkan bahwa model Comprehensive Mathematics Instruction (CMI) 
dapat membangun kemampuan mathematical thinking siswa. 
2.4. Pengembangan Model Comprehensive Mathematics Intsruction (CMI) 
dalam Membangun Kemampuan Mathematical Thingking Siswa 
Model Comprehensive Mathematics Instruction (CMI) menyediakan struktur 
pedagogis bagi guru untuk membimbing siswa dalam membangun ide, 
strategi dan representasi awal sehingga dapat berkembang menjadi sebuah 
definisi dan sifat, prosedur, dan juga model. Dalam proses mengembangkan 
ide, strategi dan representasi, siswa harus melalui setiap tahap pada Learning 
Cycle, setiap tahapan ini meliputi : launch, explore, dan discuss. Pada bagian 
ini, guru senantiasa membimbing dan membantu siswa agar dapat 
berkembang sesuai dengan tahapan perkembangan yang terjadi di sepanjang 
garis kontinum yang ada pada proses Continuum of Mathematical 
Understanding. Proses pengembangan ide, strategi dan representasi siswa 
menuju definisi dan sifat, prosedur, dan juga model, akan melibatkan proses 
– proses specializing, generalizing, conjecturing dan convincing, akibatnya akan 
terbangun pula kemampuan mathematical thinking siswa. Adapun 
pengembangan model CMI dalam pembelajaran matematika merupakan 
adopsi dari kerangka CMI yang telah diperinci oleh Math Initiative Committee 
dari Universitas Brigham Young (2008) sebagai berikut : 
1) Langkah I :  Develop Understanding 
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DEVELOP UNDERSTANDING 
Tujuan dari proses ini adalah untuk memunculkan kemampuan berpikir 
siswa, yang dapat mengakibatkan siswa memahami ide – ide, strategi – 
strategi serta representasi dari sebuah materi ajar. 






 Tujuan pembelajaran 
matematika yang 




 Soal yang diajukan 
guru merupakan 
soal yang open ended. 
 
Tujuan: 






tugas/soal yang dapat 
menstimulasi : 







multipel  dalam 
bentuk  pendekatan 
manipulatif 
dan/atau teknologi ; 
atau dalam bentuk 
diagram, tabel, 















mereka sendiri serta 
berinteraksi dengan 
pemikiran teman – 
temannya. 
 





dari materi yang 
akan diajarkan.  






1. Mengantisipasi cara/ 










struktur dan alur 
diskusi agar tetap 
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DEVELOP UNDERSTANDING 
Tujuan dari proses ini adalah untuk memunculkan kemampuan berpikir 
siswa, yang dapat mengakibatkan siswa memahami ide – ide, strategi – 
strategi serta representasi dari sebuah materi ajar. 
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
tepat, seperti tugas – 
tugas/ soal – soal 
yang baru, terlebih 
dahulu mengajukan 
tugas – tugas/ soal – 








yang dimiliki siswa  
4. Mengajukan dan 
mengklarifikasikan 


















dilakukan  dalam 
berbagai cara kerja, 
yakni dapat melalui 
kerja mandiri, 
berpasangan, 
maupun kerja dalam 







































3. Membantun siswa 
dalam memahami 
kriteria untuk 
menentukan ide , 
strategi, dan/atau 
representasi.  














ide, strategi dan/ 
atau representasi 
menggunakan 
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DEVELOP UNDERSTANDING 
Tujuan dari proses ini adalah untuk memunculkan kemampuan berpikir 
siswa, yang dapat mengakibatkan siswa memahami ide – ide, strategi – 
strategi serta representasi dari sebuah materi ajar. 









5. Menilai dan memilih 




tahap discuss. Guru 
dapat mengurutkan 






koneksi antara ide, 
strategi dan/atau 
representasi, atau 
guru dapat pula 
memilih suatu 






1. Memahami serta 
dapat megerjakan 
tugas/ soal yang 
diberikan oleh guru. 










dari materi yang 






: Apakah masih 
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DEVELOP UNDERSTANDING 
Tujuan dari proses ini adalah untuk memunculkan kemampuan berpikir 
siswa, yang dapat mengakibatkan siswa memahami ide – ide, strategi – 
strategi serta representasi dari sebuah materi ajar. 












akal?‛ , ‚pernahkah 
melihat ini 
sebelumnya?‛ 
4. Mencari kosakata 
yang tepat dalam 
rangka menjelaskan 










mereka akan hasil 
pemikiran yang 
telah diperoleh. 
2) Langkah II : Solidify Understanding 
 
SOLIDIFY UNDERSTANDING 
Tujuan dari Solidify Understanding adalah untuk menguji dan memperluas 
ide, strategi dan representasi siswa , agar dapat berkembang menjadi 
konsep, algoritma dan alat.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
Tujuan: 






2.  Dirancang untuk 
Tujuan : 
Melibatkan siswa 









terhadap ide, strategi dan 
representasi untuk 
diubah menjadi konsep, 
algoritma dan alat. 
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SOLIDIFY UNDERSTANDING 
Tujuan dari Solidify Understanding adalah untuk menguji dan memperluas 
ide, strategi dan representasi siswa , agar dapat berkembang menjadi 
konsep, algoritma dan alat.  








, strategi dan/ atau 
representasi yang 
telah mereka pilih.  
Peran Guru : 
Sebelum 
Pembelajaran 












yang terkait dengan 
materi, memilih 
deretan tugas/ soal 







siswa yang telah 
diperoleh pada 











siswa agar focus 
ketika berdiskusi.  
2. Menentukan 
struktur dari 
teaching cycle and 








3. Memfasilitasi dan 
mengarahkan 
pemahaman 
Peran Guru : 
Sebelum Pembelajaran 
1. Sengaja membuat 
suatu struktur agar 
diskusi terfokus ada 
ide, strategi dan/atau 
representasi.  
 















bahasa, konvensi dan 
symbol – symbol 
matematikawan. 
6. Menilai pemahaman 
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SOLIDIFY UNDERSTANDING 
Tujuan dari Solidify Understanding adalah untuk menguji dan memperluas 
ide, strategi dan representasi siswa , agar dapat berkembang menjadi 
konsep, algoritma dan alat.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
tahap develop 
understanding.  
3. Mengajukan dan 
mengklarifikasikan 




Peran Siswa : 

























thinking .  
4. Secara kontinu 
memfokuskan alur 
berpikir siswa.  
 
Peran Siswa: 














7. Membantu siswa 
mengenali konsep, 
algoritma dan alat 
yang kelihatan.  
 
Setelah pembelajaran 
8. Menentukan tahap 
selanjutnya dari 
learning cycle: apakah 
masih tetap pada 
tahap Solidify 
Understanding, atau 





yang diajukan, atau 






bahasa, konvensi dan 
symbol matematik 
dengan benar.  






JNPM (Jurnal Nasional Pendidikan Matematika) 






JNPM (Jurnal Nasional Pendidikan Matematika) Vol. 1, No. 1, Hal. 118-149 
p-ISSN 2549-8495, e-ISSN 2549-4937 ©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon 
SOLIDIFY UNDERSTANDING 
Tujuan dari Solidify Understanding adalah untuk menguji dan memperluas 
ide, strategi dan representasi siswa , agar dapat berkembang menjadi 
konsep, algoritma dan alat.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
memberikan alas 

























kontinum dari yang 
spesifik sampai ke 
yang abstrak.  
5. Mentransfer 
pengetahuan ke 
dalam situasi yang 
baru. 
 
3) Langkah III : Practice Understanding 
PRACTICE UNDERSTANDING 
Tujuan dari Practice Understanding adalah untuk memberikan kesempatan 
kepada siswa dalam menyempurnakan dan mahir dalam konsep, algoritma 
dan alat sehingga dapat berkembang menjadi sebuah generalisasi, prosedur 
dan model.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
Tujuan : 
Mengajukan tugas yang 
melibatkan kembali 
siswa dengan satu atau 
lebih konsep, algoritma 
atau alat agar siswa 
memperoleh 
Tujuan : 
Melibatkan siswa dalam 
tugas – tugas/ soal – soal 
yang dapat mengasah, 
membentuk dan 
mempertahankan 
konsep, algoritma dan 
Tujuan : 
Memberikan siswa 
umpan balik  yang 
dapat menyebabkan 
siswa dapat menguasai 
materi dengan 
sendirinya , sehingga 
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PRACTICE UNDERSTANDING 
Tujuan dari Practice Understanding adalah untuk memberikan kesempatan 
kepada siswa dalam menyempurnakan dan mahir dalam konsep, algoritma 
dan alat sehingga dapat berkembang menjadi sebuah generalisasi, prosedur 
dan model.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
kemahiran. Kemahiran 
siswa dapat dilihat dari 
keakuratan, efisiensi, 
fleksibilitas dan / atau 
spontanitas  dalam 
mengerjakan tugas, 
penyempurnaan 
konsep, algoritma dan 
alat akan terjadi secara 
simultan bersamaan 
dengan kemahiran yang 











atau alat untuk 
latihan.  
2. Memilih atau 
merancang suatu 
bahan/ alat  yang 
dapat mendorong 








Peran Guru : 
Sebelum Pembelajaran : 





kerja siswa, apakah 














visual hasil kerja 
siswa.  







memahami definisi,  
sifat, prosedur dan 











ide, startegi dan 
representasi 










yang ada.   
Ketika memberikan 
umpan balik selama 
eksplorasi  
2. Melatih dan 
menjadi mentor 
siswa dalam 
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PRACTICE UNDERSTANDING 
Tujuan dari Practice Understanding adalah untuk memberikan kesempatan 
kepada siswa dalam menyempurnakan dan mahir dalam konsep, algoritma 
dan alat sehingga dapat berkembang menjadi sebuah generalisasi, prosedur 
dan model.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
3. Menanamkan/ 
menyertakan latihan 
dalam tugas – tugas 
yang diberikan baik 










5. Mengajukan dan 
mengklarifikasikan 










Peran Siswa : 
1. Mendengarkan 












yang efisien atau 
fleksibel. 
4. Menentukan waktu 
untuk mengubah cara 
kerja dari kerja 
mandiri menjadi 
diskusi kelompok.  
Ketika memonitor 
setelah eksplorasi  
5.   mengulas kemahiran 
siswa dalam 
mengerjakan tugas 
dengan mengoreksi  
akurasi pekerjaan 
siswa, mencari tema 
umum (konsepsi dan 
miskonsepsi) yang 
bersebrangan dengan 











umpan balik bagi 














umpan balik setelah 
eksplorasi  
6. Menyediakan 
umpan balik untuk 
setiap masing – 





tampak pada saat 
eksplorasi.  
 
Setelah Pembelajaran  
8. Menentukan tahap 
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PRACTICE UNDERSTANDING 
Tujuan dari Practice Understanding adalah untuk memberikan kesempatan 
kepada siswa dalam menyempurnakan dan mahir dalam konsep, algoritma 
dan alat sehingga dapat berkembang menjadi sebuah generalisasi, prosedur 
dan model.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
pengalaman – 
pengalaman dari 








ini akurat?‛, ‚apa 










apakah masih tetap 
di tahap Practice 
Understanding, atau 
kembali Solidify 
Understanding , atau 

























yang benar tentang 
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PRACTICE UNDERSTANDING 
Tujuan dari Practice Understanding adalah untuk memberikan kesempatan 
kepada siswa dalam menyempurnakan dan mahir dalam konsep, algoritma 
dan alat sehingga dapat berkembang menjadi sebuah generalisasi, prosedur 
dan model.  
LAUNCH EXPLORE DISCUSS 
pekerjaannya. 
 
3. Simpulan dan Saran 
Berdasarkan definisi dan ciri model pembelajaran yang dikemukakan oleh 
Joyce & Weil (1980), kerangka CMI memiliki semua kriteria sebuah model 
pembelajaran. Syntax untuk model CMI terdiri dari develop, solidify dan 
practice. Model ini menyediakan struktur pedagogis bagi guru untuk 
membimbing siswa dalam membangun ide, strategi dan representasi awal 
sehingga dapat berkembang menjadi sebuah definisi dan sifat, prosedur, dan 
juga model. Dalam proses mengembangkan ide, strategi dan representasi, 
siswa harus melalui setiap tahap pada Learning Cycle, setiap tahapan ini 
meliputi : launch, explore, dan discuss. Pada bagian ini, guru senantiasa 
membimbing dan membantu siswa agar dapat berkembang sesuai dengan 
tahapan perkembangan yang terjadi di sepanjang garis kontinum yang ada 
pada proses Continuum of Mathematical Understanding. Proses pengembangan 
ide, strategi dan representasi siswa menuju definisi dan sifat, prosedur, dan 
juga model, akan melibatkan proses – proses specializing, generalizing, 
conjecturing dan convincing, akibatnya akan terbangun pula kemampuan 
mathematical thinking siswa. Dengan demikian, model pembelajaran CMI ini 
dapat menjadi sebuah alat pedagogis yang baru bagi guru yang dapat 
digunakan, baik sebelum, selama dan setelah pembelajaran dalam 
membangun kemampuan mathematical thinking siswa. Penelitian ini, baru 
membahas mengenai pengembangan sebuah kerangka pembelajaran 
menjadi sebuah model yang dapat membangun kemampuan mathematical 
thinking siswa, akan tetapi belum menganalisis secara mendalam mengenai 
efektivitas atau evaluasi dari model yang telag dikembangkan, sehingga ke 
depan diharapkan, akan ada penelitian lanjutan yang mengkaji hal tersebut.  
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